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(1) Consideriamo 4 scatole contenenti 2 palline ciascuna indistinguibili al tatto. La scatola i ha una
pallina numerata con 1 e l'altra numerata con i (quindi nella prima entambe le palline sono numerate
1). Si estrae una pallina per scatola. Si denoti con X la variabile somma delle palline estratte e con
Y la variabile numero di palline estratte con il numero 1. Si determini
(a) la legge, la media e la varianza di X;
(b) la probabilità di aver estratto la biglia con il 4 sapendo che X = 7;
(c) la legge e la media di Y ;
(d) la covarianza di (X,Y ).
(2) Sia
f(t) =
{
kx2e−
x
2 se x ≥ 0;
0 altrimenti.
(a) Si verifichi che per k = 116 la funzione f(t) è la densità di una variabile X;
(b) Determinare la densità delle variabili 2X e X + Y , dove Y è ua variabile indipendente da X
avente la stessa densità di X.
(3) Il nostro produttore di fiducia di albicocche produce albicocche aventi peso medio 98 grammi e scarto
quadratico medio 5 grammi.
(a) Qual è la probabilità che una cassa contenente 100 albicocche pesi più di 10 kg?
Un giorno compriamo una cassa di albicocche di 10 kg da un altro produttore che afferma che le
sue albicocche pesano mediamente 115 grammi. Andiamo a casa e contiamo le albicocche nella cassa:
sono 98.
(b) Era legittima l'affermazione del secondo produttore? (Si assuma uno scarto quadratico medio
sempre pari a 5 grammi).
03/06/2009
(1) In un gioco di carte si pescano 3 carte a caso da un mazzo di 40 carte italiane. Si fanno 8 punti se le
tre carte sono uguali e si fanno 2 punti se la somma delle carte è minore di 7 (e non sono tutte e tre
uguali). Sia X la variabile aleatoria punti fatti in una partita
(a) determinare la legge di X;
(b) determinare la media e la varianza di X;
(c) determinare la probabilità di fare almeno 18 punti in 117 partite.
Soluzione. COnsideriamo come spazio di probabilità Ω l'insieme di tutte le terne (non ordinate)
di carte che possiamo pescare. Abbiamo
(
40
3
)
possibili risultati. Per ottenere 2 punti dobbiamo
avere somma delle carte minore di 7 senza avere 3 carte uguali. Questo accade in 5 modi possibili:
112,113,114,221,123. I primi 4 sono chiaramente equiprobabili, mentre l'ultimo ha una probabilità
diversa. Si ha
P{112} = P{113} = P{113} = P{221} =
(
4
2
)(
4
1
)(
40
3
)
P{123} =
(
4
1
)(
4
1
)(
4
1
)(
40
3
) .
1
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Si ha quindi P{X = 2} = P{112}+P{113}+P{114}+P{221}+P{123} = 4(
4
2)(
4
1)
(403 )
+
(41)(
4
1)(
4
1)
(403 )
= 4117 .
La probabilità di avere 3 carte uguali è 10 volte la probabilità di avere 3 assi. Quest'ultima è pari
a
(43)
(403 )
. Si ha quindi
P{X = 8} = 10P{111} = 10
(
4
3
)(
40
3
) = 1
117
.
Concludiamo che la legge di X è
pX(k) =

1
117 se k = 8;
4
117 se k = 2;
112
117 se k = 0.
La media di X è E[X] = 8 1117 + 2
4
117 =
16
117 . Per calcolare la varianza determiniamo la media di
X2, E[X2] = 64 1117 + 4
4
117 =
80
117 . Si ha quindi V ar(X) = E[X
2]− E[X]2 = 80117 − 256(117)2 = 9103(117)2 .
Per il teorema limite centrale la somma Y dei punteggi ottenuti in 117 partite è approssimativa-
mente normale con media µY = 117µX e varianza V ar(Y ) = 117V ar(X). Si ha quindi µY = 16 e
V ar(Y ) = 9103117 quindi σY =
√
V ar(Y ) = 8, 82. Si ha quindi P{Y > 17} = P{Z > 17−168,82 } = P{Z >
0, 11} = 46%, dove Z è una variabile normale standard
(2) Donatella ha 2 ristoranti che sfruttano una cucina unica. Siano X e Y le variabili numero di clienti
per sera dei 2 ristoranti. Si sa che che X e Y seguono una legge di Poisson di parametri 20 e 30
rispettivamente.
(a) Si determini la legge del numero totale di clienti;
(b) Sapendo di aver avuto una sera complessivamente 45 clienti si determini la probabilità che il
primo ristorante abbia avuto solo 10 clienti;
(c) Verificare che la legge condizionale di X sapendo che X + Y = 45 è B(45, 2/5).
Soluzione. La somma di 2 variabili di Poisson indipendenti è ancora una variabile di POisson avente
per parametro la somma dei parametri. X + Y è quindi di Poisson di parametro 50.
P{X = 10|X + Y = 45} = P{X = 10, X + Y = 45}
P{X + Y = 45} =
P{X = 10, Y = 35}
P{X + Y = 45}
=
P{X = 10}P{Y = 35}
P{X + Y = 45} =
e−20 20
10
10! e
−30 3035
35!
e−50 504545!
=
2010
10!
3035
35!
5045
45!
=
(
45
10
)
(2/5)10(3/5)35 = 0, 6%
Il punto (c) si ottiene come dal (b) scrivendo k al posto di 10 (e 45− k al posto di 35).
(3) In un sondaggio per un referendum 55 persone hanno dichiarato di voler votare SI e 45 persone hanno
dichiarato di voler votare NO.
(a) Sottoporre a test l'ipotesi in cui il SI vince al referendum.
Al referendum effettivamente vince il SI con il 53% dei voti.
(b) Qual è la probabilità che in un campione scelto a caso di 100 votanti almeno la metà abbia votato
SI?
22/06/2009
(1) Si considerino tre scatole contenenti 10 palline ciascuna. La prima ne ha 9 rosse e una blu, la seconda
ne ha 9 blu e una gialla, la terza ne ha 9 gialle e una rossa. Pescando una pallina per ogni scatola
(a) qual'è la probabilità di pescare 3 palline di colore differente?
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(b) Sapendo di aver pescato 3 palline di colore differente, qual'è la probabilità di aver pescato la
pallina rossa dalla prima scatola?
(c) determinare la legge e la media della variabile X che conta il numero di palline blu estratte.
Soluzione. (a) Sia RBG l'evento estrazione, nell'ordine, di una rossa, una blu e una gialla. Simil-
mente si definisca BGR. La probabilit1`a richiesta è quindi
P (RBG ∪BGR) = P (RBG) + P (BGR) = (0.9)3 + (0.1)3 = 73%.
(b) Detto R1 l'evento estrazione di una rossa dalla prima scatola dobbiamo calcolare
P (R1|RBG ∪BGR) = P (R1 ∩ (RBG ∪BGR)
P (RBG ∪BGR =
P (RBG)
P (RBG ∪BGR =
0.729
0.73
= 99.9%
(c) Sia X1 la variabile che vale 1 se la prima estratta è blu e 0 altrimenti. Si definisca similmente X2.
Si ha quindi X = X1+X2. Si ha X1 ∼ B(1, 110 ) e X2 ∼ B(1, 910 ) e pertanto E[X] = E[X1]+E[X2] =
1/10 + 9/10 = 1.
La variabile X può assumere solo i valori 0, 1, 2. Determiniamone la legge
P (X = 0) = P (X1 = 0, X2 = 0) = P (X1 = 0)P (X2 = 0) = 9/10 · 1/10 = 9%
P (X = 1) = P (X1 = 0, X2 = 1) + P (X1 = 1, X2 = 0) = (9/10)
2 + (1/10)2 = 82%
P (X = 2) = P (X1 = 1, X2 = 1) = P (X1 = 1)P (X2 = 1) = 1/10 · 9/10 = 9%
(2) Si consideri la seguente funzione
F (t) =
 0 se t < 0−t2 + 2t se 0 ≤ t < 1
1 altrimenti
(a) Verificare che F (t) è la funzione di ripartizione di una variabile aleatoria continua X.
(b) Deteminare la legge di X.
(c) Determinare la media di X.
Soluzione. (a) La funzione F (t) è continua, non decrescente ed ha i limiti corretti quindi è una
funzione di ripartizione.
(b) La densità si calcola per derivazione della funzione di ripartizione ed è quindi
f(t) =
{
0 se t < 0 o t > 1
−2t+ 2 altrimenti
(c)
E[X] =
∫ +∞
−∞
tf(t) dt =
∫ 1
0
(−2t2 + 2t)dt = [−2
3
t3 + t2]10 =
1
3
(3) Per sottoporre a test l'effetto di un nuovo fertilizzante sulla produzione di frumento un appezzamento
viene diviso in 60 parcelle di uguale superficie. Il nuovo fertilizzante è stato usato in 30 parcelle e il
vecchio nelle restanti. Nelle parcelle in cui si è utilizzato il nuovo fertilizzante si sono prodotti 18,2
quintali con uno scarto quadratico medio di 0,63, mentre nelle altre si sono prodotti 17,8 quintali
con uno scarto qudartico medio di 0,54. Si sottoponga a test l'ipotesi in cui il nuovo fertilizzante è
migliore del vecchio al livello di significatività del 5% e dell' 1%.
Soluzione. Siano µ0 e µ1 la quantità media di frumento prodotta rispettivamente con il vecchio
e con il nuovo fertilizzante in una parcella. Formuliamo l'ipotesi nulla H0 : µ0 = µ1 e l'ipotesi
alternativa µ0 < µ1. Sotto l'ipotesi nulla la distribuzione delle differenze campionarie ha media nulla
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e scarto quadratico medio pari a √
σ21
n1
+
σ22
n2
= 0, 15
La variabile standardizzata relativa ai nostri campioni è quindi 18,2−17,80,15 = 2, 67. Rifiutiamo pertanto
l'ipotesi sia a livello di significatività del 5% che dell'1% concludendo che il nuovo fertilizzante è
senz'altro più efficace.
13/07/2009
(1) Si hanno a disposizione gelati in 6 gusti. I primi 3 gusti sono scelti mediamente da 1 persona su 9
e gli altri gusti da 2 persone su 9. Offriamo un gelato ciascuno ai nostri 10 amici. Si consideri la
seguente variabile aleatoria
Xi =
{
1 se l'i-esimo gusto è scelto da qualcuno
0 altrimenti.
(a) Qual'è la legge delle Xi?
(b) Sono indipendenti?
(c) Quanti gusti mi devo aspettare di utilizzare (mediamente)?
(2) Si consideri la seguente funzione
F (t) =
 0 se t < 0−2t3 + 3t2 se 0 ≤ t < 1
1 altrimenti
(a) Verificare che F (t) è la funzione di ripartizione di una variabile aleatoria continua X.
(b) Deteminare la densità di X.
(c) Determinare la media di X.
(3) Si vuole sottoporre a test l'ipotesi in cui le persone abitanti nella città A mangiano di più di quelle
abitanti nella città B. Si conduce un indagine sul consumo calorico medio giornaliero nelle due città
e si ottengono rispettivamente i seguenti risultati
Kcal Persone
3000 10
2500 12
2000 18
1500 10
Kcal Persone
3000 11
2500 15
2000 17
1500 12
1000 5
Cosa possiamo concludere?
10/09/2009
(1) Avendo a disposizione l'elenco del telefono decidiamo di fare degli scherzi telefonici agli abitanti dei
paesi A,B,C. Il paese A ha circa il doppio degli abitanti di B e C. Si sceglie un numero a caso e:
• Se il numero è del paese A facciamo lo scherzo 1;
• Se il numero è del paese B facciamo lo scherzo 2;
• Se il numero è del paese C facciamo indifferentemente lo scherzo 1 o lo scherzo 2.
Facendo complessivamente 50 scherzi sia X il numero di volte in cui abbiamo fatto lo scherzo 1 ed
NA il numero di volte che abbiamo chiamato un abitante del paese A.
(a) Determinare la probabilità che il primo scherzo effettuato sia lo scherzo 1;
(b) Determinare la legge di X;
(c) Determinare la legge di NA;
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(d) Determinare la probabiltià di aver chiamato sempre abitanti del paese A sapendo di aver sempre
fatto lo scherzo 1.
(a) Sia U l'evento scherzo 1 alla prima chiamata, A,B,C gli eventi prima chiamata verso il paese A,
B, C > rispettivamente. Allora
P (U) = P (U ∩A) + P (U ∩B) + P (U ∩ C)
= P (A)P (U |A) + P (B)P (U |B) + P (C)P (U |C)
=
1
2
1 +
1
4
0 +
1
4
1
2
=
5
8
.
(b) La variabile X è una variabile B(50, 58 ) e quindi la legge di X è
P (X = k) =
(
50
k
)
(5/8)k(3/8)50−k;
(c) La variabile NA è una variabile B(50,
1
2 ;
(d) Si ha
P (NA = 50|X = 50) = P (NA = 50)P (X = 50|NA = 50)
P (X = 50)
=
(1/2)501
(5/8)50
= (4/5)50 = 0, 0014272%
Questo evento è quindi praticamente impossibile.
(2) Un componente elettronico è formato da 2 elementi in parallelo collegati in serie ad un terzo elemento.
I 3 elementi sono uguali ed aventi tempo di vita esponenziale di media 1 anno e sono indipendenti tra
loro. Sia T la variabile tempo di vita del componente (si ricorda che il componente rimane funzionante
finchè funziona almeno uno dei primi 2 elementi e il terzo).
(a) Determinare la funzione di ripartizione di T ;
(b) Determinare la densità di T ;
(c) Deteminare la media di T .
(a)Siano Ti, i = 1, 2, 3 le variabili tempo di vita dei 3 elementi. Per ipotesi queste sono tutte variabili
esponenziali di parametro λ = 1. (Ricordo che la media di una variabile esponenziale è l'inverso del
parametro λ.)
Quindi F1(t) = F2(t) = F3(t) = 1−e−t, dove Fi indica la funzione di ripartizione della variabile Ti.
La variabile T è data da T = min(max(T1, T2), T3). Sia G la funzione di ripartizione di max(T1, T2).
Si ha
G(t) = P (max(T1, T2)) ≤ t) = P (T1 ≤ t e T2 ≤ t)
= P (T1 ≤ t)P (T2 ≤ t)
= (1− e−t)2
per l'indipendenza delle variabili T1 e T2. Sia ora F la funzione di ripartizione di T . Abbiamo
1− F (t) = P (T > t) = P (min(max(T1, T2), T3) > t)
= P (max(T1, T2) > t)P (T3 > t)
= (1−G(t))(1− F3(t)) = (2e−t − e−2t)e−t
= 2e−2t − e−3t,
e quindi
F (t) = 1− 2e−2t + e−3t.
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(b) f(t) = F ′(t) = 4e−2t − 3e−3t.
(c) E[T ] =
∫
tf(t) dt =
∫
(4te−2t − 3te−3t)dt = 2 ∫ 2te−2tdt − ∫ 3te−3tdt = 2 12 − 13 = 2/3. Abbiamo
sfruttato l'integrale ∫
λteλtdt =
1
λ
.
La vita media del componente è quindi di 2/3 di anno, cioè 8 mesi.
(3) Si conduce un'indagine e su 100 bambini di campagna ne risultano 57 senza problemi di allergia,
mentre su 1000 bambini di città ne risultano 548 senza problemi di allergia.
(a) Determinare gli intervalli di confidenza al 5% e all 1% per la differenza tra le 2 proporzioni
campionarie in esame.
(b) Determinare con quale significatività si può accettare l'ipotesi in cui i bambini di campagna
abbiano mediamente meno problemi di allergia dei bambini di città.
(a) Siano pA e pB le proporzioni di bambini ci campagna e città rispettivamente che non hanno problemi di
allergia. La variabile differenza di proporzioni campionarie PA − PB si distribuisce normalmente con media
pA − pB e scarto quadratico medio
σPA−PB =
√
σ2PA + σ
2
PB
=
√
pAqA/NA + pBqB/NB).
Approssimiamo questa quantità utilizzando i valori registrati
σPA−PB =
√
PA(1− PA)/NA + PB(1− PB)/NB =
√
0, 002451 + 0, 0002476 = 0, 052.
Concludiamo che la differenza pA − pB è compresa nell'intervallo [PA − PB − 1, 96σPA−PB , PA − PB +
1, 96σPA−PB ] = [−0, 08; 0, 12] con significatività al 95% e similmente il caso al 99% sostituendo 1,96 con
2,58.
(b) Facciamo l'ipotesi nullaH0 : pA−pB = 0 e l'ipotesi alternativaH1 : pA−pB > 0. Assumendo l'ipotesi nulla
poniamo p = pA = pB dove p è la media pesata dei valori registrati p =
NAPA+NBPB
Na+NB
= 100·0,57+1000·0,5481100 =
0, 55. Il valore registrato in unità standard vale z = PA−PB√
p(1−p)( 1NA+
1
NB
)
= 0,022√
0,55·0,45 111000
= 0, 42. Tale valore è
decisamente troppo basso per rifiutare l'ipotesi nulla e quindi concludiamo che la differenza registrata è solo
dovuta al caso.
18/01/2010
(1) In un gioco del gratta e vinci si ha probabilità 30% di vincere 5 Euro, il 20% di vincere 10 Euro e il
50% di non vincere nulla. Un nostro amico compra 5 biglietti.
(a) Determinare la speranza matematica.
(b) Determinare la probabilità di vincere qualcosa.
(c) Determinare la probabilità di trovare almeno un biglietto vincente da 10 Euro.
(d) Il nostro amico va alla cassa per ritirare quello che ha vinto. Qual è a questo punto la probabilità
di aver trovato un biglietto da 10 Euro?
(2) Viene esaminato il diametro di un campione casuale di 25 mele di un certo frutteto. Si ottengono i
seguenti risultati.
Diametro in cm Quantità
6-7 3
7-8 4
8-9 7
9-10 6
10-11 5
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(a) Determinare la media campionaria X¯ e lo scarto quadratico medio campionario s.
(b) Determinare l'intervallo di confidenza al 95% per la media dei diametri di tutte le mele prodotte
nel frutteto.
(c) Una mela va in categoria I se il suo diametro è di almeno 8 cm. Determinare l'intervallo di
confidenza al 95% per la proporzione di mele prodotte nel frutteto in categoria I.
15/02/2010
(1) In una scatola ci sono 5 palline rosse e 5 blu. Le palline vengono pescate una alla volta. Siano X
e Y le variabili prima pescata di una pallina rossa nel caso rispettivamente di reinserimento della
pallina pescata e di non reinserimento della pallina pescata.
(a) Determinare, la legge, la media e la varianza delle variabili X ed Y .
(b) Commentare l'affermazione  le variabili X ed Y sono indipendenti.
(2) Si consideri la popolazione Ω data dagli studenti del nostro corso di laurea. Si consideri la variabile
X su Ω data da il numero di contatti su Facebook. Si supponga che la media di X sia 50 con uno
scarto quadratico medio di 15.
(a) Si determini la probabilità che 50 studenti scelti a caso abbiano complessivamente almeno 3000
contatti.
(b) Quanto dovrebbe essere la media di X (supponendo di mantenere lo stesso scarto quadratico
medio) per fare in modo che la probabiltià che 50 studenti scelti a caso abbiano complessivamente
almeno 3000 contatti sia del 90%?
